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Przyktadowy problem

o Firma A konkuruje z firmg B na lokalnym rynku w
sprzedazy pokry¢ dachowych. Badania wykazaty, ze
chtonnosc rynku wynosi 1040 szt. rocznie. Sugerowana
cena detaliczna wynosi 5000 zf, a cena zakupu od
producenta - 4000 zt (dla obu firm).

a Dyrektor firmy A chce znac cene, ktéra pozwoli na
maksymalizacje rocznego zysku. Nie jest to proste, gdyz
udziat A w rynku zalezy od stosunku cen A i B. Firma B
zmienia ceny bez uprzedzenia z tygodnia na tydzien.

a Jesli obie firmy majq jednakowe ceny, A ma 40% udziat w
rynku. Jezeli B ma nizszg cene, A traci z tego poziomu 4%
udziatu za kazde 100 zt roznicy, gdy sytuacja jest
odwrotna, A zyskuje 1% udziatu za kazde 100 zt roznicy.
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Przyktadowy problem

a W opisanej sytuacji firma A zna potencjalng rozpietos¢ cen
konkurenta, ale nie ma pewnosci co do doktadnej jej
wartosci. Jako ze niekontrolowana zmienna wejsciowa jest
niepewna, model konkurencji cenowej firm A i B jest de
facto modelem stochastycznym. Szczegdlnie w tej sytuacji
symulacja moze by¢ wartosciowym narzedziem
podejmowania decyzji. W tym wypadku konieczne jest
generowanie zmiennej wejsciowej zgodnie z rzeczywistym
rozktadem prawdopodobienstwa.
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Przyktadowy problem

0 Na podstawie danych historycznych zarzad A oszacowat

rozktad cen firmy B:

...................

1 4 100 0,02
2 4 200 0,04
3 4 300 0,08
4 4 400 0,10
5 4 500 0,13 .
6 4 600 0,15 o
7 4 700 0,25 5
8 4 800 0,17 £
9 4 900 0,06 s
Srednia 4 594 1,00 ks
5
5




Przyktadowy problem — model

Wejsciowa zmienna
kontrolowana:

cenaAC,
Model:
Col: Z =20"U,*(C,-4000),
maksymalizacja gdzie: Wyjscie:
sumy - » tygodniowy
tygodniowych u,=0.4 jesli  C,=C, zysk Z
2yskow U,=0.4-0.04*( C,-C,)/100 jesli C,>C,
U,=0.4-0.01*( C,-C;)/100 jesli C,<C,

Wejsciowa zmienna
niekontrolowana:
cena B C,

@ symulacja komputerowa




Weryfikacja | walidacja modelu

o Weryfikacja - czy poprawnie zbudowano model:
= czy parametry wejsciowe sg prawidtowo reprezentowane,
= czy model jest poprawnie zakodowany.

o Walidacja - czy zbudowano poprawny model:
= czy model doktadnie opisuje rzeczywisty system?

o Cztery mozliwe sytuacje:

= Stuszny i zweryfikowany,

= Niestuszny i zweryfikowany (model prawidtowo odwzorowuje
zatozenia, ktore jednak sg dalekie od rzeczywistych),

= Stuszny i niezweryfikowany (zatozenia sg wtasciwe, ale Zle
oprogramowano model),

= Niestuszny i niezweryfikowany.
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Weryfikacja | walidacja modelu

Techniki weryfikacji

o Techniki programistyczne: wiasciwe projektowanie (np.
top-down), podejscie strukturalne, obiektowe, analiza
fragmentow kodu, sledzenie wykonania.

0 Prowadzenie eksperymentu:
= Zablokowanie losowosci,
= Obliczenia dla uproszczonych przypadkow,
= Test ciggtosci: mate zmiany na wejsciu powodujg mate
zmiany na wyjsciu,
= Testy graniczne: dla granicznych wartosci zatozonych
parametrow.
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Weryfikacja | walidacja modelu

Techniki walidacji

o Nalezy zbadac prawidtowosc:
= Przyjetych zatozen,
= Wartosci i rozktadéw parametréw wejsciowych,
= Wartosci i rozktadéw danych wyjsciowych.

o Stosujac:
= QOcene eksperckg,
= Porédwnanie z rzeczywistymi rezultatami,

= Analize teoretyczna.
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Przyktad — wykonanie symulacji

L Start j

Podaj cene C,

Generuj cene C,

Oblicz udziat U,

Pokaz udziat U,

Oblicz zysk Z

Pokaz zysk Z

Nastepny
tydzien
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Przyktad — wykonanie symulacji

o Prowadzimy symulacje przez np. 20 tygodni dla cen firmy A
zmieniajqcych sie co 100 zt (4100, 4200, ..., 4900). Razem

daje to 9 przebiegow symulacyjnych.

o W kazdym przebiegu:

= generujemy cene firmy B z przyjetego rozktadu,
= obliczamy udziat firmy A w rynku,
= obliczamy zysk tygodniowy,

= kumulujemy zysk.
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Przyktad — wykonanie symulacji

o Symulowane ceny firmy B:

Tydzien - 9FP2 i Sumulowana cena B
LT lOSOW@ T T T T T T T
1 0,44 4 600
2 0,12 4 300
3 0,54 4 700
4 0,78 4 800
5 0,02 4 200
6 0,90 4 800
7 0,74 4 700
8 0,57 4 700
o 0,63 4 700
10 0,37 4 600 ©
11 0,20 4 400 =
12 0,66 4 700 o
13 0,81 4 800 =
14 0,13 4 300 =3
15 0,32 4 500 o
16 0,22 4 400 -
17 0,28 4 500 g
18 0,32 4 500 S
19 0,01 4 200 =
20 0,26 4 500 7
Srednia 0,41 4 545

=
N




Przyktad — wykonanie symulacji

1 4 600 0,45 900 900
2 4 300 0,42 840 1740
3 4 700 0,46 920 2 660
4 4 800 0,47 940 3600
5 4 200 0,41 820 4 420
6 4 800 0,47 940 5 360
7 4 700 0,46 920 6 280
8 4 700 0,46 920 7 200
9 4 700 0,46 920 8 120
10 4 600 0,45 900 9 020
11 4 400 0,43 860 9 880
12 4 700 0,46 920 10 800 g
13 4 800 0,47 940 11 740 o
14 4 300 0,42 840 12 580 5
15 4 500 0,44 880 13 460 =
16 4 400 0,43 860 14 320 %
17 4 500 0,44 880 15 200 5
18 4 500 044 880 16 080 z
19 4 200 0,41 820 16 900 (%
20 4 500 044 880 17 780

=
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Przyktad — wykonanie symulacji

1 4100 17 780
2 4 200 34 760
3 4 300 50 580
4 4 400 64 880
5 4 500 77 300
6 4 600 86 760
7 4 700 93 380
8 4800 95360
9 4 900 92 880

o Zgodnie z wynikami zaprezentowanymi w tabeli, sposrod
zbadanych cen, 4800 zt/sztuke prowadzi do najwiekszego
skumulowanego zysku.

o Jako ze cena B jest opisana rozktadem, decydent powinien

przeprowadzic¢ kilkadziesigt dtuzszych eksperymentow (np.
52 tygodnie) i zanalizowac srednig oraz wariancje zysku.
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Przyktad — wykonanie symulacji

1 4 100 17 962,40 203,33
2 4 200 35 158,40 345,35
3 4 300 51 271,20 586,12
4 4 400 65 964,80 900,99
S 4 500 /78 780,00 2 169,68
6 4 600 90 877,60 3 691,47
4 4 700 98 683,20 3 809,12
8 4 800 100 768,00 5 650,63
9 4 900 100 454,40 5 262,74
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Przydatne miary statystyczne

Srednia arytmetyczna

a
o Mediana, modalna
o Estymator wariancji
’ s s — m
o Skosnosc rozktadu A = ;o -
15™n 4
a0 Kurtoza rozktadu Kurt = 2== 15; B
a Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej:
P{X_ta/Z,n1\ﬁ<m<X+ta/2nl r=1l-a

a W przypadku odpowiednio licznej proby (n>30):
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Przedziat ufnosci

o W naszym przyktadzie, dla a=0,05 (95% przedziat

ufnosci):

1 4100 1796240 20333 1788964 1803516

2 4200 3515840 34535 3503482 3528198

3 4300 5127120 586,12 5106146 5148094

4 4400 6596480 90099 6564239 6628721 ]

5 4500 7878000 216968 7800359 7955641 5

6 4600 9087760 369147 8955662 9219858 g

7 4700 9868320 380912 9732012 100 04628 S

8 4800 10076800 565063 9874595 10279005 S

9 4900 10045440 526274 9857115 102 337,65 5
>
B

=
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Przedzial ufnosci i kryterium stopu

0 Przyjmijmy, ze szacowanym parametrem jest Srednia
wartos¢ wskaznika jakosci. Chcemy zbudowac przedziat
ufnosci dla tego wskaznika, ktorego dtugosc nie
przekroczy pewnej zadanej wielkosci @ . Ile
eksperymentow symulacji nalezy przeprowadzic, by
spetniony byt ten warunek?

o Z faktu, ze srednia z proby ma w przyblizeniu rozktad

(o)
V(v 7]
wynika, ze liczbe eksperymentéow n*, ktére nalezy wykonaé, by
przedziat ufnosci miat dlugos¢ nie wiekszg niz @ mozna okresilic,
korzystajgc z nastepujgcego wzoru: 2

N =(Za-un)) i q; 7
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Przedzial ufnosci i kryterium stopu

0 Podczas eksperymentu symulacyjnego nie znany jednak
koncowej wartosci wariancji zmiennej losowej. Wyjscie?

0 Przypusémy, ze w naszym przyktadzie dla ceny C,=4100
przedziat ufnosci dla sredniej zysku nie powinien byc¢
wiekszy niz 100.

o W pierwszym etapie przeprowadzono 30 eksperymentow i
uzyskano nastepujgce wyniki:
Z: = 17962,4 i O, = 203,33 czyli
n*=(1,96)2*(203,332/(100/2)2) = 63,5

o W nastepnym etapie przeprowadzono dodatkowo 34
eksperymenty i otrzymano:
Zs = 17951,3 1 O, = 195,15 czyli tym razem minimalna
wielkos¢ proby wynosi n* = 57,5.
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Analiza wariancjl

o Analiza wynikow obejmuje przede wszystkim analize
wariancji dla wielu srednich. Testy te pozwalajg na
sprawdzenie, czy pewne czynniki regulowane w trakcie
eksperymentu (tu: cena A) wywierajg wptyw, a jesli tak,
to jaki, na ksztattowanie sie Srednich wartosci badanych
cech (tu: zysk). W naszym przypadku powinnismy
przeprowadzic¢ tzw. klasyfikacje pojedynczg mierzacq
wptyw pojedynczego czynnika.
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Analiza wynikow — analiza wariancji

0o Analiza wariancji opiera sie na rozktadzie estymatorow
wariancji wokot prawdziwych wariancji z populacji
normalnych. Istotg analizy wariancji jest rozbicie na
addytywne skfadniki sumy kwadratow wariancji catego
zbioru wynikow. Poroéwnanie wariancji wynikajacej z
dziatania danego czynnika oraz wariancji resztowej
(mierzacej losowy btad) daje odpowiedz, czy dany
czynnik odgrywa istotng role w ksztattowaniu sie wynikow
eksperymentu.
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Analiza wariancjl

o Klasyfikacja pojedyncza
Sume kwadratéw wariancji ogdlnej rozbija sie na dwa
sktadniki mierzace zmiennos¢ miedzy grupami i wewnatrz
grup (resztowgq). Porownujac te wariancje testem F
rozstrzygamy, czy srednie grupowe roznig sie istotnie od
siebie czy nie. Jesli podziat na grupy przebiegat ze
wzgledu na rézne poziomy badanego czynnika, to mozna
wykry¢ w ten sposdb wptyw poziomu na warto$¢ badanej

cechy.
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Analiza wariancjl

o Klasyfikacja pojedyncza
Danych jest k populacji normalnych N(m,, 5;), i=1,...,k.
Wariancje wszystkich populacji sq rowne (nie muszg byc
znane). Z kazdej z tych populacji wylosowano niezaleznie
préby o liczebnosci n;. Wyniki préb oznaczone sa x;;
(=1,...,n;), przy czym x,;=m;+e;, gdzie e; jest wartoscig
zmiennej losowej nazywanej sktadnikiem losowym o
rozktadzie N(O, o).

o Hy: m;=m,=...=m, wobec H,: nie wszystkie Srednie sg
rowne
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Analiza wariancjl

o Klasyfikacja pojedyncza
2= 1 S (x-%Pn g
k —1 — i [ X =

2 ~D

§2=nikzk:i(xij—fi) Fzz—z

i=1 j=1

Jesli F>=F_, to hipoteze o rownosci srednich w badanych
populacjach nalezy odrzuci¢, co oznacza udowodnienie
istotnego wptywu poziomu czynnika na te populacje.
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Analiza wariancjl

o Jesli odrzucono hipoteze H, (czyli przyjeto hipoteze alternatyw-
ng H; stwierdzajaca, ze przynajmniej jedna srednia rozni sie
istotnie od pozostatych) nalezy w dalszym etapie analizy
wynikow zastosowac testy poréwnan wielokrotnych, tzw.
testy post hoc (badanie istotnosci réznic miedzy wartosciami
Srednimi dla wszystkich par czynnika). Najpopularniejsze to test

NIR (Najmniejszych Istotnych Roéznic) i test Tukeya. NIR to w

zasadzie wielokrotne stosowanie testu t do porownania par
Srednich.
o Jesli chcemy zbadac¢ wptyw poziomu dwdch czynnikow

stosujemy klasyfikacje podwdjna.
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Przykiad — analiza wynikow

a W celu okreslenia, czy wyniki istotnie roznig sie od siebie
nalezy sprawdzi¢ hipoteze, ze srednie wartosci uzyskanych
rozwigzan sg jednakowe, wobec hipotezy alternatywnej, ze
srednia wartosc zysku Z; otrzymana przy cenie C; jest
mniejsza (wieksza) niz srednia Z; otrzymana przy cenie C;:

Ho: Z,=2;, 1 Hy: Z, < Z.

a Jesli nie sq znane odchylenia standardowe obserwowanej
zmiennej w obu zbiorowosciach i proby sg duze, to
sprawdzianem hipotezy H, > _ >
moze byc¢ wyrazenie: z i

\/si2 + s7
I

o Statystyka Z ma rozktad normalny N(0,1). Hipoteze H,
sprawdzano przy poziomie istotnosci «=0,01, dla ktorego
z,=-2,33 (przy lewostronnym obszarze krytycznym).
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Przykiad — analiza wynikow

CenaA-= 4200 4300 4400 4500 4600 4700 4800 4900

4100 -210,21 -263,03 -254,60 -136,72 -96,62 -103,67 -71,74  -76,73

4200 -116,03 -156,41 97,27 -73,62 -81,37 -56,78  -60,65
4 300 0697  -59.96  -5191  -60,27 -42,68  -45,50
4 400 26,72 -32,12 40,95 -29,80  -31,65
4 500 -1384  -2224  -1780  -18,65
4 600 -1,21 -
4700

4 800
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Metody redukcji wariancji

0 Znane sg rozne metody zmniejszania naktadu pracy (liczby
eksperymentow) niezbednego do osiggniecia danego
poziomu ufnosci wynikow. Jesli wykona sie n niezaleznych
obserwacji pewnej wielkosci, ktorej odch. stand. jest rowne
o, to btad standardowy sredniej tych obserwacji wyniesie
o/n/2, Jesli wykonamy dwa warianty eksperymentu
powtarzajqc je n, i n, razy, ich wyniki majg odch. stand. o i
o,, to jednakowgq doktadnosc¢ otrzymamy gdy
o,/N?=0,/n,"2 czyli n,;/n,=s,°/s,°.

o Ogolnie: jesli pewien rodzaj eksperymentu redukuje
wariancje k-krotnie, to liczbe powtorzen mozna zmniejszyc¢
rowniez k-krotnie.
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Metody redukcji wariancji

o Powtarzanie ciggow liczb losowych
Celem symulacji jest zazwyczaj porownanie réznych
mozliwosci. W takim przypadku eksperymentator powinien
odtwarzac i ponownie uzywac tego samego ciggu zdarzen
do roznych przebiegow (ciag taki jest funkcjg liczb
pseudolosowych). W ten sposob uzyskuje pozgdane wyniki
Za pomocg znacznie mniejszej probki, niz gdyby generowat
niezalezne ciqgi w kazdym przebiegu.

Symulacja komputerowa

N
(o]




Metody redukcji wariancji

Rézne ciagiliczb losowych Te same ciagi liczb losowych
1 5240 899 5 240 906
2 4 896 59 168 890 41 4 896 59 168 893 85
3 4 896 39 445 894 20 4 896 39 445 893 o6
4 5104 26 475 882 52 2 104 26 475 901 41
] 5152 24 141 Q07 88 5152 24141 a04 a7
6 5 328 31 499 883 92 0 328 31499 908 42
7 5224 28 352 900 85 0224 28 352 a04 a7
8 4912 29710 892 73 4912 29710 895 36
9 5272 29516 901 70 5272 29516 a07 36
10 5 040 26 781 892 63 2 040 26 781 899 33
11 5008 24 983 893 al 2008 24 983 898 30 g
12 5 480 34 907 899 H4 5 480 34 907 912 38 o
13 4992 33 449 906 60 4992 33 449 896 38 %
14 H 224 31 667 903 60 H 224 31 667 a0y 37 g
15 5288 31 148 907 64 5 288 31148 906 36 S
Srednia 5106 31148 894 64 5106 31148 901 36 -
I
-}
=
»
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Metody redukcji wariancji

o Ciggi przeciwne liczb losowych R’=1-R
W tym przypadku eksperymentator wykonuje przebiegi
parami korzystajac z ciggu liczb losowych i ciggu don
przeciwnego. Nastepnie nalezy obliczy¢ srednie par jako
wyniki eksperymentu. Metoda ta zwykle kilkukrotnie
zmniejsza koszt obliczen w porownaniu do uzycia ciggow
zupetnie niezaleznych liczb losowych.
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Metody redukcji wariancji

Tydzieh iR Gepa Bl iUdzigt A Zysk AR Ceng B2 Udiak A2: Zysic AZ: SE sl

1 048 4600 0,32 5120 052 4700 036 5760 5440

2 025 4500 0,28 4480 075 4700 036 5760 5120

3 0,01 4100 0,12 1920 099 4900 041 6560 4240

4 0,82 4800 0,40 6400 018 4400 024 3840 5120

5 041 4600 0,32 5120 059 4700 036 5760 5440

6 0,13 4400 0,24 3840 087 4800 040 6400 5120

7 0,56 4700 0,36 5760 044 4600 032 5120 5440

8 0,10 4300 0,20 3200 090 4800 040 6400 4800

9 043 4600 0,32 5120 057 4700 036 5760 5440

10 0,30 4500 0,28 4430 070 4700 036 5760 5120

11 064 4700 0,36 5760 036 4500 028 4480 5120

12 048 4600 0,32 5120 052 4700 036 5760 5440

13 0,88 4800 0,40 6400 012 4300 020 3200 4800 m

14 041 4600 0,32 5120 059 4700 036 5760 5440 2

15 045 4600 0,32 5120 055 4700 036 5760 5440 @

16 0,78 4800 0,40 6400 022 4400 024 3840 5120 3

17 0,04 4200 0,16 2560 096 4900 041 6560 4560 £

18 0,79 4800 0,40 6400 021 4400 024 3840 5120 <

19 1,00 4900 0,41 6560 000 4100 012 1920 4240 8.

20 063 4700 0,36 5760 037 4600 032 5120 5440 <
Srednia 0,48 4590 5032 052 4615 5168 5100 2
Wariancja 1717 827 1573996 151495 @

..........
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Metody redukcii wariancii

1 4880 1408000 5264 1 662 333 5072 58 2[!-5

2 o072 1121280 18432 0192 1224 691 29592 2132 62 838 1800
3 2072 1293743 12288 2104 1791731 6421 o088 105 364 965
4 5304 1520573 30096 4776 2118804 46 443 5040 113179 1 465
5 5040 1569684 22925 2 096 1725373 34 861 5068 149 069 1144
6
7
8

4800 1185684 30816 2472 1313954 52670 5136 69 794 1438

0248 1060648 32594 4926 909743 o0 974 o088 20480 1198

52184 2135309 29878 4 824 2218509 54560 2004 131015 1933

9 5184 1332278 27 463 2136 692 278 48 064 5 160 74 442 2430
10 2232 1606333 26511 4 840 18580032 48874 2036 66 341 2 426
11 5464 1410088 35799 4720 1666695 54694 5092 84 396 2191
12 4968 1442964 34856 0 256 1081331 53904 2112 81448 2 061
13 5352 1410627 36068 4688 1962038 59529 5020 98 274 2221
14 o040 1742147 33986 o 040 1742147 54971 o 040 140 126 2168
15 52104 1360573 31609 2 096 1466678 51390 5100 73347 2046
16 4880 1451116 33395 0272 1725912 51661 5076 96 657 1910
17 3376 793 331 35 346 2120 1034779 48772 D248 36 648 3471
18 4896 1175983 36293 2416 814 552 23 407 2136 47 478 3517
19 5368 1060312 37608 4 896 1822720 52013 5132 92 480 3403
20 2016 2170004 36275 4976 1899520 49627 4 996 114 846 3711
21 4960 1029389 35742 2416 426 509 53 331 5188 65533 3985
22 4968 1098038 35038 5312 1168438 53393 5140 64 589 3 689
23 4728 1825617 39772 2 296 1845625 52926 2012 26775 4023
24 2280 7273579 39 501 0152 8682 796 o0 771 2216 04 973 4 480
25 4880 1709811 39803 2304 1736152 50397 2092 122122 4295
26 4808 1645069 41310 5 360 1472674 50908 5084 77794 4130
27 2000 1301221 39964 0 364 1113667 51639 2192 65 280 4304
28 5224 13585246 39245 4 936 15823552 51002 5080 98 695 4 160
29 4936 935815 38 590 o448 1116901 52962 2192 100 312 4303
30 5352 1065701 39761 4 992 1103764 51755 2172 62 164 4313
Srednia 5080 1347032 36998 29154 1383272 52454 117 81697 3429
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